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УДК 517.9 
В.М. ДЕУНДЯК, Е.А. СТЕПАНЮЧЕНКО 


ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ С ОДНОРОДНЫМИ ЯДРАМИ 
ПОСЛОЙНО СИНГУЛЯРНОГО ТИПА В ПРОСТРАНСТВЕ 1,(В?) 


Введен новый класс двумерных интегральных операторов с однородными ядрами, 
включающий в себя известный класс операторов с $0(2)-инвариантными ядрами. 
Для банаховой алгебры, порожденной парными операторами такого вида, на осно- 
ве билокального метода построено символическое исчисление, с помощью которого 
получен критерий фредгольмовости. 

Ключевые слова: интегральные операторы, однородные ядра, символическое ис- 
числение, фредгольмовость. 


Введение и постановка задачи. Пусть 1< р, р’<со и 1/р+1/р’=1. Иссле- 
дованию разрешимости интегральных операторов с однородными ядрами в 
пространстве 1,(В”) посвящено много работ [1-4]. Отметим, что если усло- 
вия ограниченности получены для произвольных операторов такого типа 
[1-2], то при исследовании фредгольмовости и вычислении индекса на 
ядра, кроме условия суммируемости, накладывалось также, как правило, 
условие инвариантности относительно диагонального действия группы ор- 
тогональных преобразований $5О(п) [1, 3, 4]. 

В настоящей работе для п=2 строится новая банахова алгебра ин- 
тегральных операторов с однородными ядрами, которая, с одной стороны, 
включает в себя класс операторов с 50(2)-инвариантными ядрами, а с дру- 
гой - пространственно подобна некоторой алгебре операторов билокально- 
го типа. Последнее обстоятельство используется для построения символи- 
ческого исчисления и исследования фредгольмовости. Часть представлен- 
ных в настоящей работе результатов анонсирована в [5]. 

Операторы с однородными ядрами. Прежде всего введем некоторые 
обозначения. Если В — банахово пространство, то Епа(В) — банахова алге- 
бра всех линейных ограниченных операторов в В, Сотр(В) — идеал 
компактных операторов, Ег(В) — пространство фредгольмовых операторов. 
Изоморфизм банаховых пространств ©: В.->В› задает изоморфизм подобия 
банаховых алгебр (Г : Епа(В,) —> Епа(В») по правилу: А(е Епа(В,))|-> мАог*( 
еЕпа(В>)). Если Ц произвольная банахова алгебра, то У*- унитализация Ц. 

Для компакта Х и нормированного пространства У через С(Х,У) бу- 
дем обозначать пространство непрерывных отображений Х в \ с равномер- 
ной топологией; пусть С(Х) = С(Х,©). Для локально компактного некомпакт- 
ного пространства Х банахово пространство отображений из С(Х,У), стре- 
мящихся к 0 на бесконечности, обозначим С(Х,У); пусть 
С(Х)= СХ, ©). 
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Для произвольных банаховых алгебр М (с Епа(Е/Х))) и М 
(СЕпа(ь,.(У))), где Х, У -— компакты с мерами, через МоМ обозначим алге- 
браическое тензорное произведение М и М, т.е. множество операторов 

А, В, 
1 


вида ‚ Ге АЕМ, ВЕ М, а через М®М -— топологическое тензорное 


произведение М и М, т.е. замыкание МоМ в пространстве Епа(Е,(ХхУ)). 

На прямой В плоскости В? и единичной окружности Т(сВ?) введем 
стандартные меры. Пусть В+ и В_- — положительная и отрицательная по- 
луоси прямой В. Определенная на В? функция К называется однородной 
степени (-2), если выполняется условие: 

Уае В+, У(х,У)ЕВ?: Ках,му)=ог”К(х, у). (1) 

Будем полагать, что однородная степени (-2) функция К принадле- 
жит классу М(В?), если почти для всех $ (ЕТ) интегралы 


-2/р -2/р 
к (5)= АУ 4, к,,5)= КОЗЫ 9 
В? В? 
конечны и К, ; ЕЁ.Т). 


В [2] доказано, что оператор 


(ВР) = о. У ГО ы 
В? 
где А=мМ(В?) является ограниченным в пространстве 1+,(В?). Через 
[П\сос)(В?) обозначим класс функций А, удовлетворяющих условию одно- 
родности (1), условию инвариантности относительно диагонального дей- 
ствия группы $0(2) 
Уве $0(2), У(ху)= В: Ко(х),(у))= Ку) (3) 
и суммируемости 


-2/р 
(1,0), У) < . (4) 


К 
В силу [1]-[2] из условий (3), (4) вытекает, что К ‚;еЁ.(Т), поэтому 


[П\зос)(В?)<М(В?). Банахову алгебру, порожденную операторами вида (2) с 
ядрами из 1п\зос)(В?), обозначим Ор»(Тпмос›(В?)). 

Для произвольной функции А=М(В?) через Ан; обозначим ее ограни- 
чение на ТХТ. Будем говорить, что функция К из М(В) принадлежит классу 
РС(В?), если Ан1е1..(ТХТ). Известно, что действующие в пространстве |,(Т) 
интегральные операторы с ядрами из 1.(ТхТ) принадлежат идеалу 
Сотр(Е,(Т)). Банахову алгебру, порожденную операторами вида (2) с ядра- 
ми из ЕС(В?), обозначим Ор»(ЕС(В?)). 

Операторы из Ор»(ЕС(В”)) можно рассматривать как компактные в 
слоях при естественном расслоении проколотой плоскости на центрирован- 
ные окружности. Таким образом, при исследовании операторов с однород- 
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ными ядрами удобно перейти от декартовой системы координат в В? к по- 
лярной системе. Этот переход определяет изоморфизм 
п: (В) > ((В.хТи®1), 
который задает изоморфизм подобия банаховых алгебр 
Т : ЕПа(Ь(В?)) —> Епа((В+хХТ, г®1)). 
В пространстве (,(В.,г) рассмотрим банахову алгебру \»„„(В,) [11], 
порожденную операторами вида 


(СЖ) = Кр) (р ар, (5) 


где К(гр) — однородная степени (-1) функция, удовлетворяющая 
условию 
+ 


Ари Г” ар <, 
0 


а в пространстве |.,(Т) — банахову алгебру м»(Т), порожденную син- 
гулярным интегральным оператором Коши 


1 9 
= —— а 
241,5-$ 
и операторами умножения на непрерывные функции [1, 6]. Рассмотрим то- 
пологическое тензорное произведение \»„„(В.)®\м/,(Т) (сЕпа(Е(В.хТ, г® 
1))). При расслоении проколотой плоскости на центрированные 
окружности операторы из Л `(\„„(В.)®м,(Т)) можно рассматривать 
как послойно сингулярные интегральные операторы с непрерывными 
коэффициентами. 
Класс ядер операторов из Л “(\»„(В+)омь(Т)) обозначим через 
Е5(В2); пусть Ор»(Е5(В?))=л` “(Мы(В+)®м(Т)). 
Лемма 1. Ор,(п\хос(В?))<Ор,(ЕС(В?))<Ор,(Е5(В?)). 
Доказательство. Вложение 
Ор»(РС(В?)) < Ор»(ЕЗ(В?)) 
вытекает из определений рассматриваемых алгебр и того факта, 
что действующие в пространстве |,(Т) интегральные операторы с ядрами 
из 1..(ТхТ) порождают идеал Сотр(Е,Т)), содержащийся, в свою очередь, 
в банаховой алгебре \,(Т). Вложение 
Ор»(Тп\зос(В?))<Ор»(РС(В?)) 
проверяется по схеме доказательства теоремы 2.1 [см. 7. С. 8-91, 
где фактически рассмотрен в п-мерной ситуации случай р=2. П 
Парные операторы с однородными ядрами специального вида. 
Пусть Хо — характеристическая функция единичного круга плоскости В? с 
центром в нуле, Х.=1-Хо, е{ШП\зос(В?); РЕС(В?); Е5(В?)}, а Аз»(=) — зам- 
кнутая подалгебра банаховой Епа(1.,(В?)), порожденная операторами вида 
А= ЛГ + ХоАо + Х.А. + Е (7) 
ГДе Ле С, Ее Сотр(Ц,(В?)), {Ао; А..} < Ор»(=). Из леммы 1 выводится 


(6) 
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Теорема 1. А »(Тп\уос(В?))< АЗ(ЕС(В?))сА!вь(ЕЗ(В?)). 

Многомерные аналоги операторов из банаховой алгебры Абд» Тп- 
Мзо2)(В?)) исследованы на фредгольмовость в работах [3, 4]. 

Чтобы построить символ и исследовать фредгольмовость операто- 
ров из более широкой банаховой алгебры А!ь(Е5(В?)), приведем в удобном 
для нас виде необходимые сведения о сингулярных интегральных операто- 
рах и операторах свертки, содержащиеся, например, в [11, [61, [8]. Произ- 
вольный оператор Ае м, (Т) запишем в виде 

А =аР +а:Р.+Е (8) 
где ЕеЕСотр(Е,(®)); а.-ЕС(Т); Р.=(1/2)(Г+$т) (см.(6)). 

Пусть 5(Т)=С(Тх<-1;+1$). Соответствие {А|->›от(А)}, где (от(А))(&+ 
1)=а.({©) порождает символ-эпиморфизм банаховых алгебр от: \»(Т)>5(Т) с 
ядром Сотр(Е.(Т)). Рассмотрим теперь замкнутую подалгебру \М»„(®) бана- 
ховой алгебры Епа(1,(В))), порожденную операторами свертки на группе В: 


(ССР) = а(х- УЛОау, (9) 


ГДе ак 1 (®). 
Банаховы алгебры \»„„(В.) и У(В) пространственно подобны. Дей- 
ствительно, зададим изоморфизм и: (В.+,г) > (В) формулой 


(и(Р))(® = (ехрС2»/р)) Кехр(-х)). 
Легко видеть, что обратный изоморфизм и: (В) -> 1,(В..,г) опреде- 
ляется следующей формулой: 


(и"(9)) = У? 9(п(у)). 
Прямыми вычислениями проверяется 


Лемма 2. Ограничение изоморфизма 1 : Епа(1,(В+,г)) —> Епа(Е(®В)) 
на \„(В+) осуществляет изоморфизм \„„(В+) на \.(В), причем и (&=С., 
где 1х — оператор вида (5), а С.-— оператор вида (8), причем 

а(()= е®? К(е*1). 

Пусть Р - компактификация В. двумя бесконечно удаленными точ- 
ками + [ —. Сопоставим оператору свертки С, преобразование Фурье ядра 
а и тем самым зададим мономорфизм банаховых алгебр $в„:М(®)-—Со(®), 


являющийся в случае р=2? изометрическим изоморфизмом. Введем на 
Ср(®) = $вр(М(®)) топологию пространства |,-мультипликаторов, в кото- 
рой $в,„› осуществляет гомеоморфизм \„(В) на Со„(®). Элементы банаховой 
алгебры (С.‚(В))* можно рассматривать как функции, определенные на од- 


ноточечной компактификации Ю =В {<}. Пусть С‚( Ю )=(Со›(В)). Банахо- 
ва алгебра С„( Ю) непрерывно вложена в банахову алгебру С( Ю) и С2( Ю) 


= С Ю). Через \М/(®) обозначим замкнутую подалгебру алгебры 


Епа((Е,(В)), порожденную операторами 
В =Л + ХА +Х,А, +Е 
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где А.е\/(®В), ЛеС, ЕеСотр(Ы,(В)), Х. — характеристическая функция по- 
луоси К.. Отметим, что 
СЮ № (В) = МВ). 
Пусть 5,={-1;+1}, л=(Вх5о)°-— одноточечная компактификация Вх 
5о. Рассмотрим банахову алгебру 
$(В)={ФеС(Л): Ф-=Ф|ьчь Е С(®)} 
с обычной нормой 
ИФП=тах {| |Ф- [ср®; |Ф-|[<х®}. 

Правило {В|->ов(В)}, где (ов(В))({, +1)= Л+($в(А.)) (©) при {ЕВ и (с 

в(В))(°=)= Л, порождает символ-эпиморфизм банаховых алгебр 
ов: \М/5( В.) > 5>(В) 
с ядром Сотр(Е,(В)). 
Рассмотрим банаховы алгебры: 
=‚=\\(В)®С(Тж-1;+1})(=С(Тж{-1;+1} АМ В))), 
=, = {феС(лАМТ)): Ф-=Фикыь © Сь( Ю )ЭмМь(Т)}, 
2о = {уе С(АхТх{-1;+1}): у. юкеоитась- © С В )®С(Тх{-1;+1})} 
с естественными нормами и эпиморфизмы 
№0: #; — Но, ]Е{Ё Г}, 

определяемые соответствующими формулами, 

о(Ф)=ов®!стк-1;+1} , ,(Ф) | верт -у= ((9®от)(Ф| вхо). 

При построении символического исчисления для банаховой алгебры 
А»(Е5(В?)) будем следовать методам теории операторов билокального 
типа (см.[9-10]). Нетрудно видеть, что алгебра Аз»(Е5(В?)) порождена 
парными операторами вида 
А= ЛГ + Х Л (Ао, -® а, -Р_ +Ао,, ®аь,+ Р+)+ 

+х-Л (А. ®а. Р+А., ®а..Р.), (10) 
где Ал +, А. «= \Ур(В+), а а. „, а, + « СТ) (см. (8)). 
Определим два частичных символа оператора А вида (10) -— ра- 
диальный ср„(А) (= =,): 
бр, (А) | в‹з=А+ ов(Ао, —) ао, -Р_ +ов(Ао, )а,+ Р+, 
бр, (А) | в{+1}=А+ Ов(А.. _)а.. _Р_ +ов(А... )а.. Р+, 
и послойный срА) (Е =) : 
ор(А) | тж; = ^+ ХАо + а, ++ Х -А.-а»+. 
Теперь для оператора А определим слабый символ сро(А) (ео): 
бро(А) | Вхартке ЕЛ + ов(Ао, „)аь, +, бро(А) | Вике ЕЛ- св(А... „а. а 

Лемма 3. Сопоставления А|->о0„„(А), А|->о(А), А|->оро(А), 
где А - оператор вида (10), распространяются до эпиморфизмов банаховых 
алгебр: 

бр: АЮр(Е5(В?)) >=, ори: А9ь(Е5(В?)) =, ор: АЗЬ(Е$(В?)) >=, 
при этом выполняются равенства: 
Обри Юри=Орр. 

Банахова алгебра \м!„(Т)®\ми»(Т), состоящая из бисингулярных опера- 

торов на торе ТхТ, исследована билокальным методом в работе В.С.Пили- 
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ди [9], а алгебра \/,(В)®\М/(®), порожденная операторами бисвертки на 

плоскости, исследована аналогичным способом Р.В.Дудучавой в [12]. Бана- 

хова алгебра А!д,(Е5(В?)) тесно связана с банаховой алгеброй операторов 

билокального типа %„(ВхТ)=\М/(В)®м»(Т) (сЕпа(Е,(ВхтТ))). Именно для 

произвольной ненулевой точки Х =(х,,№)е В? через Х °=(ж°,х°) обозначим 

точку Хх /| Хх [ЕТ и зададим отображение и: 1,(ВхТ)>1,(В?) формулой 
(Ежи ю)= Их ИР т х ПХ 9). 

Нетрудно видеть, что отображение и является изоморфизмом бана- 
ховых пространств. Формула 1 (А)=иАи", где Ае Епа((ВхТ)) определяет 
изоморфизмом подобия банаховых алгебр, 

и : Епа((Вхт))>Епа(ЦВ?)). 

На основе прямых вычислений действия изоморфизма 1 на опера- 
торах из алгебраического тензорного \М/„(®)омь(Т) доказывается 

Теорема 2. 11 (\,(ВхТ)) = Авь(ЕЗ(В?)). 

Рассмотрим определяемую парой эпиморфизмов ®=(ъл»+) расслоен- 
ную сумму #»›- = Я„®, =, алгебр „и р: [11], т. е. алгебру 

Яр» =«(Б, БЕЯ, х ри: ОКВ, )= ©К+}, 
которая является банаховой алгеброй с нормой ||( 6, 6;)|| = тах {| Б. || 
"ШБ: ||}. Основным результатом работы является следующая теорема, со- 
держащая конструкцию полного символа ср. и условия фредгольмовости 
операторов из Абь(Е5(В?)). 

Теорема 3. 1. Отображение с». : Аз„(Е5(В?)) -› =»., определяемое 
равенством с›-(А)=(с„(А), сь.(А)), где Ае А!3,(ЕЗ(В?)) является эпиморфиз- 
мом банаховых алгебр с ядром Сотр(\,(В?)). 

П. Пусть Ве А‚(Е5(В?)), тогда: 

(1) ВеР(АЮ5(Е5(В?))) = ор„(В)е СЕ ор(В)е СЯ, ; 

(2) ВеР(АЮЬ(Е5(В?))) => ср„(В)е СЯ»; 

(3) ВеРКАЮЬ5(Е$(В^))) = оро(В)е СЯ. 

Доказательство теоремы 3 проводится с помощью методов теории 
операторов билокального типа [9, 10] и основано на последовательном 
применении теоремы 2 и лемм 2, 3. 

Выводы. В работе исследована банахова алгебра, порожденная новым 
классом парных двумерных интегральных операторов с однородными ядра- 
ми, включающим в себя известный класс операторов с $0(2)-ин- 
вариантными ядрами. Для нее построено символическое исчисление, с по- 
мощью которого получен критерий фредгольмовости. Отметим, что оба ча- 
стичных символа — и радиальный ср„ и послойный с. — являются опера- 
торно-значными отображениями и, следовательно, необходимые и доста- 
точные условия фредгольмовости, сформулированные в утверждениях П(1) 
и П(2) теоремы 3, содержат проверку обратимости операторов в бесконеч- 
номерных пространствах и не являются эффективно проверяемыми. Необ- 
ходимое условие фредгольмовости, сформулированное в утверждении П(3) 
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теоремы 3, содержит проверку обратимости матричного слабого символа с 
рю И, следовательно, являются эффективно проверяемым. 

Авторы выражают искреннюю признательность профессору В.С. Пи- 
лиди, предоставившему существенно дополненную и значительно усовер- 
шенствованную версию статьи [9]. 


Библиографический список 

1. КагареЧап5 М. Затко 5. ЕдиаНоп$ мА Тпуо ме Орегаюте. - 
Возтоп, Вазе|, Вейт: ВиКВаицег, 2001. - 427 р. 

2. Карапетянц Н.К. Многомерные интегральные операторы с одно- 
родными ядрами // Математические заметки. - 1981. - Т.30. - Вып.5. — 
С.787—794. 

3. Авсянкин О.Г., Карапетянц Н.К. Об алгебре многомерных инте- 
гральных операторов с однородными ядрами с переменными коэффициен- 
тами // Известия вузов. Сев.-Кав. регион. Сер. Математика. -— 2001. — №1. 
— С. 3-10. 

4. Авсянкин О.Г. Об алгебре парных интегральных операторов с од- 
нородными ядрами. // Математические заметки. - 2003. - Т.73. -— Вып.4. — 
С. 483—493. 

5. Деундяк В.М., Степанюченко Е.А. Исследование разрешимости 
интегральных операторов с однородными ядрами послойно сингулярного 
типа в пространстве 1,(В?). // Тр. Междунар. школы-семинара по геометрии 
и анализу памяти Н.В. Ефимова. Абрау-Дюрсо, 5-11 сент. 2006. — Ростов- 
на-Дону: РГУ, 2006. - С. 121-123. 

6. Симоненко И.Б., Чинь Нгок Минь. Локальный метод в теории од- 
номерных сингулярных интегральных уравнений с кусочно-непрерывными 
коэффициентами. Нетеровость. — Ростов-на-Дону: РГУ, 1986. - 80 с. 

7. Авсянкин О.Г., Деундяк В.М. Об индексе многомерных интеграль- 
ных операторов с биоднородными ядрами и переменными коэффициентами 
// Изв. вузов. Сев.-Кав. регион. Сер. Математика. - 2005. — МЗ. - С. 3-12. 

8. Деундяк В.М., Симоненко И.Б. Локальный метод в парах |,-прост- 
ранств и семейства операторов типа свертки // Изв. вузов. Сев.-Кав. 
регион. Сер. Естественные науки. Спецвыпуск. - 2005. - С. 49-55. 

9. Пилиди В.С. О бисингулярном уравнении в пространстве |, // Ма- 
тематические исследования. - 1968. - Т.3. - №1. С.108-122. 

10. Пилиди В.С., Сазонов Л.И. Локальный метод в теории операто- 
ров типа бисингулярных уравнений // Изв. вузов. Сев.-Кав. регион. Сер. 
Естественные науки. Спецвыпуск. - 2005. - С. 100-106. 

11. Деундяк В.М. Гомотопическая классификация и вычисление ин- 
декса семейств многомерных бисингулярных интегральных операторов // 
Изв. вузов. Сев.-Кав. регион. Сер. Математика. - 1996. — М1. - С. 34-47. 


167 


Раздел «Математика» 








12. Дудучава Р.В. Интегральные операторы свертки на квадранте с 
разрывными символами // Известия АН СССР. Сер. Математика. -— 1976. — 
Т.40. — №2. - С. 388—407. 


Материал поступил в редакцию 22.11.06. 


\/.М. БЕУМОУАК, Н.А. ЗТЕРАМУСНЕМКО 


ОМ 1ТМТЕСВАЕ ОРЕКАТОВ$ \ММТТН ЕТВЕК $ТМСОТАВ ТУРЕ 
НОМОСЕМЕОЦ$ КЕВМЕТ$ ТМ ТНЕ $РАСЕ 1,(В?). 


А пем с1аз$ ог п\едга! орегатогз мА ЯБег зптд\цаг туре Потодепеоц$ Кегпе! 
п Ше 5расе 1,(В?) 15 иигодисед. Т5 пем/ ‹аз$ пошаез {Не ‹аз$ оЁ орегаог$ 
мии $0(2)-пуайапЕ Потодепеоцз Кегер. Рог Вапасп а!дебга оГ рат 
орегаюг5 МИ ЯБег зтдцаг буре Потодепеоцз Кегпе!5 {Ле зутБо! са[сиц$ 15 
соп${гисе4 апа {Ле сейоп оЁ Рге4По!тпез$ 15 оЩатеч. 


ДЕУНДЯК Владимир Михайлович (р. 1950), доцент кафедры «Алгебра 
и дискретная математика» Южного федерального университета и кафедры 
«Математика» Донского государственного технического университета, 
канд. физ.-.мат. наук (1976). Окончил механико-математический факультет 
РГУ (1972). 

Основные научные интересы: алгебраические методы изучения 
разрешимости сингулярных интегральных уравнений в весовых 
пространствах, топологические методы исследования банаховых алгебр 
операторов свертки, применение математических методов в защите 
информации. 

Автор более 150 публикаций. 


СТЕПАНЮЧЕНКО Елена Анатольевна, старший преподаватель кафедры 
«Программное обеспечение вычислительной техники и 
автоматизированных систем» Донского государственного технического 
университета, аспирант кафедры «Алгебра и дискретная математика» 
Южного федерального университета. Окончила механико-математический 
факультет РГУ (2000). 

Основные научные интересы: изучение разрешимости многомерных 
интегральных уравнений, применение математических методов в защите 
информации. 

Имеет 5 публикаций. 


168 


Вестник ДГТУ, 2007. Т.7. №2(33) 








169 


